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Sei K ein algebraischer Funktionenkorper iiber k(t), / . IT (r = 0, I,.... s) Bewer- 
tungen auf k(t). Wir charakterisieren die Linearformen M mit Koeftizienten aus K, 
fur welche ein y > 0 existiert. so dal3 die Losungen r E kit]” der Ungleichung 
ntko lNormK,k,,, (M(x))l, < 1x1$ beschrankt sind. Wir bestimmen in einigen Fallen 
explizit mdgliche Werte fur y. Die Resultate lassen sich direkt auf den analogen 
reell-p-adischen Fall iibertragen und erweitern dort Ergebnisse von W. M. Schmidt 
und H. P. Schlickewei. 
Sei k ein Korper der Charakteristik Null, k[t] der Ring der Polynome in 
der Unbestimmten t mit Koefftzienten aus k, k(t) der Quotientenkorper von 
lilt], K eine algebraische Erweiterung i.iber k(t) vom Grad d - d.h. ein 
algebraischer Funktionenkorper iiber k; YI sei eine endliche Menge von Prim- 
polynomen P, ,..., P, aus k(t]. Jedes Polynom PT aus YI definiert in iiblicher 
Weise eine Bewertung ) . IT auf k(t), die durch 1 P, IT = epdeppT normiert sei. 
Aul3erdem werden wir die zu t ’ -gehorige Bewertung 1 . /,, benutzen mit 
lt),=e. 
Schlieljlich sei M(x) = p,x, + 9 .. + p,x, eine Linearfo:m in x = (x, ,..., x,) 
mit tiber k(t) linear unabhangigen Koeffizienten p, ,...,p, aus K. Sei YI,(.) die 
Normfunktion von K iiber k(t). Wir betrachten Losungen x E. kjt]” der 
Gleichung 
1’1 1 91n,(M(x))l, = konst (1.1) 
bzw. der Ungleichung 
(1.2) 
mit (x lo = max(\x, lo,..., Ix,Io). Mit Hilfe der Methode von W. M. Schmidt 
werden wir zeigen, da13 die Losungstupel der Gleichung (1.1) fiir 
371 
0022-314X/84 $3.00 
Copyright t 1984 by Academic Press. Inc 
All rights of reproduction in sly form reserved. 
312 PETERWARKENTIN 
“nichtausgeartete” Linearformen-und nur diese-beschrankt sind. Wir 
werden weiter sehen, dal.3 sich fur solche Linearformen ein y > 0 angeben 
lal3t derart, da13 die Losungsmenge zu (1.2) ebenfalls beschrlnkt ist. Die im 
folgenden hergeleiteten Ergebnisse lassen sich direkt auf den analogen reell-p- 
adischen Fall iibertragen und verallgemeinern dort Resultate von Schmidt 
[6-9) und Schlickewei [3-51. Zunlchst verallgemeinern wir den Begriff eines 
ausgearteten Moduls bei Schmidt [7]. Sei L # k(t) eine endliche 
Korpererweiterung von k(t) und g das Minimalpolynom eines primitiven 
Elementes von L iiber k(t). Zerf%llt g iiber keiner der Vervollsdndigungen 
k((P,)) von k(f) bzgl. 1 . IT, r = 0, l,..., s, so nennen wir L eine %-irreduzible 
Erweiterung von k(t). Zwei freie k[t]-Moduln W, IDZ’ in K heirjen propor- 
tional, falls rc!UI = 2JI’ fur ein K E K gilt. Wir nennen den Modul W 
ausgeartet, falls ein zu ID1 proportionaler Modul die Basis eines nicht %- 
irreduziblen Korpers L # k(t) enthalt. Sei M schliel3lich eine Linearform wie 
oben und YJI der Modul aller M(x) mit x E k[t]“, so nennen wir M genau 
dann ausgeartet, falls !UI ausgeartet ist. 
Mit x ist such jeder Vektor Px, wobei in der Zerlegung von P nur 
Vektoren aus 31 auftreten, eine Losung von (1.1) bzw. (1.2). Deshalb 
betrachten wir stets nur primitive Losungen x, d.h. solche Vektoren x = 
(x 1 ,***> x,,) E k[t]“, deren Komponenten nicht alle durch ein P,, 1 < r < s, 
teilbar sind. 
SATZ 1. Sei M(x) =pu,x, + ... + pnxn eine Linearform in x = (x, ,..., x,) 
mit Cber k(t) linear unabhtingigen Koeflzienten ,a, ,..., p,, aus K. 
Dann und nur dann gibt es eine Konstante c, fiir welche die Gleichung 
(1.1) unendlich viele primitive LCsungen x E k[ t] n mit sup 1 x IO = ~0 besitzt, 
wenn M ausgeartet ist. 
Dies ist eine Verallgemeinerung zu Satz 2 von Schmidt [7], der Satz 1 fur 
den reellen Fall mit 31 = 0 nachweist. 
1st die Linearform M nicht ausgeartet, so betrachten wir an Stelle der 
Gleichung (1.1) die Ungleichung (1.2) und geben Exponenten y > 0 an, so 
da13 die Losungen von (1.2) beschrankt sind. Hierzu zerlegen wir ‘%,#4(r)) 
in das Produkt der zu M konjugierten Linearformen und fassen solche 
Linearformen zusammen, die fiir beliebiges x E k(t)” stets den gleichen 1 . Is- 
Betrag aufweisen. Wir benotigen dafiir die folgenden Begriffsbildungen. 
Seien K - (” K, KC*),..., Ktd’ die zu K iiber k(t) konjugierten Kdrper. Uber 
der Vervollstandigung k((P,)) von k(t) sind die Korpererweiterungen K”,” = 
k((P,))(K”‘), i = l,..., d, im allgemeinen nicht mehr zueinander konjugiert; es 
bilden sich disjunkte Teilmengen von iiber k((P,)) zueinander konjugierten 
Korpern Kfi*‘), i E Tj, (j = l,..., r,). 
Die Betragsfunktion ) . IT auf k(t) la& sich in eindeutiger Weise auf einen 
algebraischen Abschlul3 von k((P,)) fortsetzen. Sind nun M”‘(x) = 
p’,“x, + .** +p?‘x, (i= l,..., d) die zu M konjugierten Formen, so besitzen 
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alle Formen M”’ mit i E Tj, (1 < j < rr, 0 < r < s) fur beliebiges x E k(t)” 
den gleichen 1 . I,-Wert. 
Jeder Menge Tj, entspricht genau eine Fortsetzung der 1 . I,-Bewertung von 
k(t) auf K. Die Anzahl der Elemente von Tjr ist der lokale Grad von K/k(t) 
zu dieser Fortsetzung (s. Weiss [ 11, p. 611). 
1st S eine Teilmenge von {I,..., d}, so schreiben wir c(S) fur die Anzahl 
der Elemente von S und r(S) fur den Rang der Formen M”‘, i E S. 
SchlieBlich definieren wir fur n > 2 
fo(n, K, M) = n max(c(S)/r(S)). 
wobei das Maximum iiber alle Teilmengen S von {l,..., d) mit 1 6 r(S) < 
II - 1 lauft, die sich fur ein r (0 < r < s) als Vereinigung von Mengen Tj, 
(j = l,..., r,) schreiben lasse. Sollte die Menge solcher S leer sein, so setzen 
wir f,(n, K, M) = 0. Bezeichnen wir mit M’ die Einschrankung von M auf 
einen k(t)-Unterraum von k(t)” mit einer Dimension m. 2 < m < n, so sei 
f(n, K, M) = sup fo(n, K M’). 
,M ’
Mit diesen Bezeichnungen gilt dann der 
SATZ 2. Sei M(x) =,a,~, + +.. + ,a,~, eine Linearform in x = (x, ,..., xn) 
mit tiber k(t) linear unabhiingigen Koeffizienten ,a, ,..., p, aus K; n > 2; E > 0. 
Dann sind die primitiven L(isungen x E kit]” van 
beschrci’nkt. 
T=0 
Ein ahnliches Resultat tinden wir bei Schmidt [7. Satz 1 I, und bei 
Schlickewei [ 3, Theorem 1.11. 
Ohne einschrankende Bedingungen an M war bisher kein positiver 
Exponent y aus (1.2) bekannt; wir erhalten mit Hilfe von Satz 2 
KOROLLAR 1. Sei M wie in Satz 2, M nicht ausgeartet, n > 2, e > 0. 
Dann sind die primitiven L6sungen I E k[t]” van 
fi I%,JM(x))l, < lr(;‘(nP”-E (1.4) 
beschriinkt. Gilt m I d fiir alle m = 1, 2 ,..., n, so erhalten wir anstelle van 
l/(n - 1) - F den Exponenten n/(n - 1) - E. 
Im allgemeinen lassen sich jedoch bessere Exponenten als in (1.4) 
erwarten. Sei o ein primitives Element von K iiber k(t), K* = 
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k(t)(w”‘,..., ) w@‘ die normale Hiille von K und G die Galoisgruppe von K* 
iiber k(t). K heiljt h-fach transitiv, falls G h-fach transitiv auf der Menge 
{ dl’,..., u’d) ) operiert, d.h. falls zu h paarweise verschiedenen ganzen 
Zahlen i, ,..., i, zwischen 1 und d ein 4 aus G existiert mit #(w”‘) = uCil’,..., 
4(W(h)) = u(ih). 
KOROLLAR 2. Sei A4 eine Linearform wie in Satz 2, n > 2, F > 0. K sei 
(n - I)fach transitiv. Je n zu A4 konjugierte Linearformen seien linear 
unabhtingig. 
Dann sind die primitiven Ltisungen x E k[t]” von 
beschrcinkt. 
Dieses Korollar entspricht Ergebnissen von Schmidt [S, Theorem 31, und 
von Schlickewei [3, Theorem 1.21. 
Mit Hilfe eines Analogons zum Minkowskischen Gitterpunktzatz-s. 
Mahler [2]-11l3t sich in lhnlichen Schritten wie zum Beweis des Satzes 1 
zeigen. da13 der Exponent in Korollar 2 bestmiiglich ist, falls ein zu P, 
(5 = 0, l,..., s) gehdriger lokaler Grad von K/k(t) kleiner als n ist. Sind fiir all 
r die zu P, gehiirigen Grade von K/k(t) > n, so zerfallen die zu M 
konjugierten Linearformen fiir jedes 7 in Gruppen von mindestens n 
Elementen, und zwei Formen aus dergleichen Gruppe besitzen fiir x E k(t)” 
stets denselben / . I,-Betrag. Da je n Formen linear unabhangig sind. liegt 
dieser Betrag in der GrGOenordnung von /II,. Der Exponent in (,1.5) 1alJt 
sich also durch d - e ersetzen. 
KOROLLAR 3. Sei M(x) =.Y, +p,xz + ... f,u,,x, eine Linearform mit 
tiber k(t) linear unabhtingigen Koeflzienten l,puz....,pu,, die K erzeugen; 
n > 3. 
Dann sind die primitiven Liisungen x E kl t I* van 
j’\, l%Pf(~))I, <ia (1.6) 
beschriinkt fir jedes y mit 
wobei I das Minimum der Grade aller lJnterk6rper # k(t) von K ist. 
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Korollar 3 erweitert Ergebnisse von Schmidt 19, Theorem 31, und von 
Schlickewei [5, Theorem 1.31, die einen Exponenten nur fiir primitive 
K&per, d.h. K besitzt keinen echten Zwischenkorper, herleiten. 
Fur kleine Werte von d bzw. 1 ist Korollar 3 ungeeignet. Hierfiir gibt das 
folgende Ergebnis fur n = 3,4-unter der notwendigen Bedingung “M ist 
nicht ausgeartet”-einen Exponenten an. 
KOROLLAR 4. Sei n = 3,4; M eine nicht ausgeartete Linearform vom 
Rang n mit linear unabhdngigen KoefJizienten aus K. 
Dann sind die primitiven Lkngen x E k[ t]’ von 
beschriinkt. 
Fur n = 3 erhalt Schmidt [6] dengleichen Exponenten. 
Seien puI ,..., p,, die Koefftzienten von M und K(M) der von pz/fi, ,....,u,,/,u, 
erzeugte Unterkorper von K. Es lal3t sich zeigen, da13 der Exponent in (1.7) 
verbessert werden kann, falls K(M) keinen Unterkdrper vom Grad n - 1 
besitzt. Weiter ergibt sich die Frage, ob Korollar 4 fur beliebige n giiltig ist. 
Mit den hier dargestellten Methoden haben wir dies fiir die Falle n = 5, 6 
-wobei im Fall n = 6 der Grad von K(M) > 40 ist-nachgewiesen. Die 
Uberlegungen erfordern eine umfangreiche Anzahl von Einzelbetrachtungen, 
deren Darstellung wir in dieser Arbeit unterlassen. 
2. BEWEIS zu SATZ 1 
Sei M ausgeartet. YJI der Modul aller M(x) mit x E k 1 t1”. Dann ist %I 
ausgeartet, und ein zu !JJl proportionaler Modul enthllt die Basis a, ,..., (I, 
eines nicht Rirreduziblen Unterkorpers L # k(t) von K. Es geniigt dann. 
anstelle von M die Linearform L(q) = a,y, + ... + a,~, mit r) = (y ,,..., y,) 
zu betrachten: d.h. wir miissen zeigen, daD die Gleichung 
!‘1, I%W1)))1, = c 
fur eine geeignete Konstante c unendlich viele primitive Losungen n E li( t I’ 
mit sup /n ID = co besitzt. Diese Gleichung 1aIJt sich weiter ersetzen durch 
bei eventuell anderer Konstanten c. 
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Da der Korper L nicht %irreduzibel ist, gibt es ein zu L gehoriges 
Minimalpolynom g und ein t, 0 < r < s, so da13 g iiber k((P,)) .zerf%llt. Sei g, 
ein Teiler von g iiber k((P,)) vom Grad f < 1. 
1st J. E L, so setzen wir ,4(jqr) (j = l,..., I) fur die Einbettung der zu A 
konjugierten GroBe J.(j) in einen algebraischen AbschluB von k((P,)). Weiter 
se(i, f;(j*‘)(q) = CX~*~$, + ... + ajj,“y, fur j = l,..., 1; 0.B.d.A. seien hierbei 
L * )..,) Lcf,‘) die zu g, gehorigen Konjugierten. 
Die Koeffizienten (r\‘*‘),..., CY~‘-~) von L(‘,“) erzeugen eine endliche 
Erweiterung E von k((P,)) vom Gradf. Sei nil*‘),..., u:‘*~’ eine Basis von E 
iiber k((P,)). Dann gilt fur i= I,..., f 
L (i.T)(n) = apR ,(r)) + . ’ ’ + w:‘*“RJI)) 
mit linear unabhingigen Linearformen R I ,..., R,, deren Koeffizienten in 
k((P,)) liegen; w\‘,“,..., ~:i,‘) sind die entsprechenden Konjugierten zu der 
gewahlten Basis von E. 
Wir betrachten nun die Falle t = 0 und r > 1 getrennt. Sei zuerst z = 0. 
Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dal3 R, ,..., R,, yr+ , ,..., y, linear unabhingig 
sind. Aus dem Analogon zum Minkowskischen Gitterpunktsatz von Mahler 
[2] folgt zu jedem u E N die Existenz eines Gitterpunktes nU = 
(Y ,u 1***1 yl,) # 0 aus k[t]’ mit 
1 Ri(t)u)lo + e-“-f’u fur i= I,...,f (2.1) 
und 
IYiulo < 6” fur i=f+ l,..., I; 
daraus folgt 
Ip’(~,)(o < e-cr-nu fur i = l,..., f 
und 
also 
]L”‘O’(q,)lo < 6” fur i=f+ l,..., 1. 
Aus diesen Abschltzungen erhalten wir fur alle u E N 
l~n,ws,)Io G 1. 
Wir zeigen nun sup I nUlo = co und nehmen dazu an, es ware ]nUlo < c fur 
alle u und eine Konstante c > 0. 1st n = (yi ,..., y,) E k[t]‘, so bezeichnen wir 
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die Koefftzienten von y, ,..., yr (bzgl. der t-Potenzen) als die Koeflizienten 
von I). R,(n), 1 < i<f, ist eine Laurentreihe in t-r mit Koefftzienten, die die 
lineare Ausdriicke in den Koefftzienten von n sind. Die Ungleichungen 
IRi(q)10 6 e-c’-f)U fur i = l,...,f G-2) 
mit ] q ],, < c sind gleichbedeutend zu einem System linearer Gleichungen mit 
Koefftzienten aus k in den endlich vielen Koeffizienten von q. Sei V, die 
Varietlt deiser Gleichungen. Die Varietlten V,, u E N, bilden eine fallende 
Kette, die nach endlich vielen Schritten-etwa fur u > u,-konstant wird. 
Jede Varietat enthalt nach Voraussetzung einen von Null verschiedenen 
Punkt. Sei I) # 0 der zu einem solchen Punkt aus Vu0 gehorige Vektor. r) 
erfiillt (2.2) fur alle u E n\l. Also folgt R,(n) = 0 fur i = l,..., f und somit such 
L(q) = 0. Dies ist ein Widerspruch zu der linearen Unabhangigkeit der Koef- 
fizienten von L(.). 
Wir teilen nun nu durch ein geeignetes Polynom P, welches Produkt von 
Elementen aus 3 ist, und erhalten so einen primitiven Vektor rj,, d.h. 
qu = Pfj,. Fiir P gilt 
Somit folgt ]$I0 $< ]nu10 und ]‘91n,(~(iju))]0 < 1. Auf Grund der stets giiltigen 
Ungleichungen ]91L(L(ij,))], < 1 fur t = I,..., s erhalten wir schlierjlich 
Dies ist gleichbedeutend zu der Aussage von Satz 1. 
Sei nun r > 1. Wieder mit Hilfe des Analogons zum Minkowskischen 
Gitterpunktsatz und einer analogen Uberlegung wie bei Mahler [ 1 ] erhalten 
wir zu jedem u E n\i die Existenz eines Gitterpunktes nu # 0 aus k[t]’ mit 
JR{(l),)\, << ecrulf fur i= l,...,f 
und 
Sei D, der grorjte gemeinsame Nenner der Komponenten von n,, und 
I),, = D,ij,. Dann ist ij, primitiv. Es gilt ID,lo < e”, also ID,I, s e-~‘, also 
IRi(ij,)l, < e(-‘lf+ Ihi fur i= l,...,$ 
Wegen -l/f + 1 < 0 folgt wie im Fall r = 0 wieder sup ( iju],, = 03. Es gilt 
weiter 
I~i(%Jl, * IrluP fur i = I,..., f 
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und wegen IO,(;‘. lD,I,“f< 1 
IRi(iiu)lz @ li)ul,“’ fur i= l,...,f: 
Hieraus folgt schliel3lich 
IL”J’($,)I, 4 l-j&[‘f fur i = l,..., J 
Wegen der stets giiltigen Ungleichungen IL”“‘(ijll)lr 6 1 erhalten wir nun 
woraus sich wieder (2.3) ergibt. 
Die Umkehrung des Satzes folgt aus Korollar 1 zu Satz 2. 
3. BEWEIS zu SATZ 2 
Satz 4 ergibt sich durch sukzessives Anwenden des folgenden 
LEMMA 3.1. Seien M, n, E wie in Satz 2. 
Dunn gibt es endlich viele echte k(t)-Unterrliume von k(t)“, so da13 jede 
primitive LSisung x f 0 aus k[t]” von 
(3.1) 
in einem dieser Unterrriume liegt oder beschriinkt ist. 
Beweis. Seien M(‘qT’,..., MCdqr’ die zu M in einem algebraischen 
Abschlul3 von k((P,)) gelegenen konjugierten Linearformen. Es geniigt solche 
primitive Ldsungen r von (3.1) zu betrachten mit 
p4(“T)(X)lT < ... < p4(dJ’(r)l, fur 5 = O,..., s. (3.21 
Sind u, 21 E TjT, so gilt /M’“**)(x)(, = lM(“.‘)(x)l,; wir konnen also annehmen. 
da13 in der Anordnung (3.2) solche Linearformen beieinander stehen, die zur 
gleichen Menge Tj, gehoren. Sei die durch die Anordnung (3.2) auf die 
Mengen Tj,, j = l,..., rr, induzierte Reihenfolge 0.B.d.A. T,,, TZrr..., TrT, ; 
d.h. zuerst treten in (3.2) die zu T,,, dann die zu T,, usw. gehorigen Linear- 
formen auf. 
Nun wahlen wir die Reihenfolge der zu Tj, gehorigen Linearformen aus. 
Sei zuerst j > 2. Als erste der zu 7jr gehijrigen Linearformen nehmen wir 
eine, die linear unabhangig von den vorhergehenden Formen-dh. den zu 
T Ir’*.*q Tj-1.T g ehorigen Formen-ist; gibt es diese, z.B. M”‘1q7’ mit v, E ri,, 
so fahren wir fort. Als zweite Linearform nehmen wir eine, die linear 
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unabhangig von den vorhergehenden-dh. zuziiglich M’L’l.T)-i~t. Gibt es 
eine solche, so fahren wir analog fort. Sollte einmal keine solche zu rir 
gehorige Form existieren, so sind alle iibrigen Linearformen aus TjT linear 
abhangig von den vorhergehenden, und wir wahlen fur diese iibrigen eine 
beliebige Reihenfolge. Im Fall j = 1 nehmen wir fur M”“.*) eine beliebige zu 
T,, gehorige Linearform und verfahren bei der Wahl aller folgenden Formen 
wie im Fallj > 2. Nach eventueller Notationsanderung diirfen wir annehmen. 
da13 die so erhaltene Reihenfolge der Linearrbrmen M”.“...., &P’.” wieder 
durch (3.2) gegeben ist. 
Sei i,, E N die groDte Zahl, so daf3 der Rang der Linearformen 
Ml’.” Y..., ,,,f(ir,.T) gleich Y ist: i,,, = 0. Aus (3.2) folgt nun 
I M”‘*“(I)~, $< 1 M(“~“(x)js 
falls es ein j, 1 < j < n, gibt mit ij- ,.r < r, P < ijT. Weiter ist 
(3.3) 
IM ‘i”qx)lT g-e 1 x IT 
und fur primitive x 
fur 5 = 0, l...., s (3.4) 
IM (-(I)lr $< 1 fur 5 = l,..., s. (3.5) 
Mittels einer verallgemeinerten Version des Teilraumsatzes von Schmidt [ 81, 
vgl. Abschnitt 2 in [lo], treffen wir die folgende Fallunterscheidung: Sei 
6 > 0. Es gibt enlich viele echte k(t)-Unterraume von k(t)“, so da13 jede 
Losung x f 0 aus k[t]” von (3.1) eine der drei Eigenschaften erfiillt: 
(4 x liegt in einem der genannten Unterrlume, 
(b) lxlo< 1, 
(c) ntzo n;-,’ I M”‘jr+ ‘*“(x)[, > (x 10~. 
Tritt (a) oder (b) ein, so brauchen wir nichts weiter zu zeigen. Wir nehmen 
daher an, dai3 (c) von unendlich vielen primitiven Losungen x von (3.1) mit 
sup /I I0 = co erfiillt wird. Dann definieren wir cjr = cJr(.r) durch 
lM(ijr*T)(~)I = IrIp fur r=O, l,..., s; j= l,..., n. 
Sei x eine primitive Losung von (3.1) mit (3.2) und (c). Aus (3.4) und (3.5) 
folgt 
c II0 = 1 +o(lxlo) und c nT = 4 1 lo) fur 7 = I,..., s. 
Fur jx lo P I gilt dann nach (3.2) 
(3.6) 
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und nach (3.2), (c) 
und nach (3.1), (3.3) 
(3.7) 
i,,c,, + (i,, - i,,)c,o + .** + (i”-,,o - in-2,0)Cn-I.0 + ... 
+ iltclr + (i2, - iI,) c2= + **. + 0-1.~ - in-2.J G-I,, 
< d -fo(n, K, M) -E - (i,,, - i,_,,,) + 6. (3.8) 
Das Minimum H, der linken Seite in (3.8) unter den Bedingungen (3.6), 
(3.7) erhalten wir aus Lemma 4.1 bei Schlickewei [4]. Es folgt 
H, > inp,,o-n + 
i 
max 2-6~ 
r=1.....n-I r 
r=O,l,....s 
fiir eine Konstante c > 0. Mit (3.8) und i,, = d gilt also 
f,(n,K,M)<n.max$-s+6(c+ 1). 
Wir unterscheiden nun zwei Moglichkeiten, die aus der zu Beginn vorgenom- 
menen Umordnung der Linearformen resultiert: Entweder gibt es ein Tupel 
(T’, r’), fur welches das Maximum angenommen wird und gleichzeitig 
(l)..., i,,,,) v ereinigung von Mengen Tjr, (1 < j < r,,) ist. In diesem Fall 
erhalten wir fiir geniigend kleines 6 einen Widerspruch zur Definition von 
fo(n, K, M). Im anderen Fall ist fur jedes t = 0, I,..., s der Rang der zu T,, 
gehorigen Formen gleich IZ. Da die zu T,, gehorigen Formen fur beliebiges 
x E k(t)” den gleichen Betrag haben, gilt dann unter Beachtung von (3.2) fur 
alle i, 5 
und fur primitive x folgt wegen /I IT = 1 (r = l,..., s) 
und somit wieder Lemma 3.1. 
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4. BEWEIS zu KOROLLAR 1 
Zunlchst iiber nehmen wir ein Ergebnis von Schmidt [8, 4 121. Fur jede 
Teilmenge S von { I,..., d} sei c(S) die Kardinalitlt von S und r(S) der Rang 
der Linearformen M”‘, i E S. Es sei 
4(S) = W/W falls S # 0 
= njd falls S = 0. 
Weiter sei o ein primitives Element von K iiber k(t) und G die Galoisgruppe 
einer normalen Hiille K* von K iiber k(t). Ein Element d von G permutiert 
co(‘) = co, o(2),..., coCd’ und induziert so eine Permutation von (l,..., d}, die 
wir wieder mit d bezeichnen. 
LEMMA 4.1. Sei qO das Minimum von q(S) fir alle Teilmengen S von 
( l,..., d}. Dann gilt qO = n/d. Weiter existieren natzi’rliche Zahlen 1, m mit 
ml = d, eine Teilmenge T mit c(T) = m und Elemente 4, . . . . . 4, aus G, so daJ 
( l,..., d} die disjunkte Vereinigung der Mengen 
h(TL i,(T) (4.1) 
ist; eine Menge S erftillt q(S) = qO dann und nur dann, wenn sie Vereinigung 
von Mengen aus (4.1) ist. 
Die Menge T kann durch jede der Mengen in (4.1) ersetzt werden. 
Deshalb diirfen wir annehmen, da0 1 E T gilt und $i die Identitat ist. Sei G, 
die Untergruppe von G, die aus allen Elementen 4 mit $(T) = T besteht und 
L der zu G, gehorige Fixkorper in K *. Dann ist L ein K&-per vom Grad 1 
iiber k(t), und es gilt L c K. 
Sei 1137 der Modul aller M(x) mit x E k[t]“. Aus Lemma 11 bei Schmidt 
]S] folgt dann, da8 ein zu YJI proportionaler Modul eine Basis von L enthalt. 
1st die Linearform M nicht ausgeartet, so bedeutet dies, da13 L = k(t) gilt 
oder L ‘%irreduzibel ist. Mit Hilfe dieser Bemerkung beweisen wir nun 
LEMMA 4.2. Sei M eine Linear-form wie in Satz 2, M nicht ausgeartet. 
Dann gilt f (n. K, M) < d. 
Beweis. Da jede Einschrankung M’ von M auf einen Unterraum von 
k(t)” wieder nicht ausgeartet ist. geniigt es, die Ungleichung fo(n, K, M) < d 
herzuleiten. Sei S eine Menge, wie sie in der Definition von &(n, K, M) 
auftritt. Wir miissen zeigen, da13 dann c(S)/r(S) < d/n gilt. Nach Lemma 4.1 
erfiillt jede Teilmenge S von (l,..., d} die Ungleichung c(S)/r(S) < d/n; 
hierbei tritt Gleichheit genau dann ein, wenn S Vereinigung von Mengen aus 
(4.1) ist. Wir werden zeigen, da13 unter den gegebenen Voraussetzungen 
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{ l,..., d} die einzige Menge ist, die gleichzeitig Vereinigung von Mengen Ti,, 
1 < j < rr, fur ein festes t und Vereinigung von Mengen aus (4.1) ist. 
Da M nicht ausgeartet ist, folgt, da13 der Unterkorper L von K zu 
Lemma 4.1 entweder ‘Jt-irreduzibel oder mit k(f) identisch ist. 
Sei L = k(f). Dann folgt fur I aus Lemma 4.1 I = 1. und die einzige 
nichtleere Menge mit c(S)/r(S) = d/n ist S = ( l,..., d}. 
Sei L Y#-irreduzibel, L”’ = L, L”‘,..., Ltd’ die zu L konjugierten Korper. 
Es gilt L’“’ = L”” genau dann, wenn u, L’ in der gleichen Menge #i(T) von 
(4.1) liegen. Dies iibertragt sich auf die iiber k((P,)) zueinander konjugierten 
Erweiterungen Lti3’) = k((P,))(L’“). i = l...., d. Fur jede der Mengen Tjr gilt: 
Unter den Korpern LciqT’, i E Tj,, tritt jeder der K&per Lti**‘, i = l,... , d. 
mindestens einmal auf; d.h. Ti, enthalt aus jeder der Mengen in (4.1) 
mindestens ein Element. 1st nun S die Vereiniging von Mengen Tj, fur ein r 
und gleichzeitig Vereinigung von Mengen aus (4.1). so folgt such in diesem 
Fall wieder S = Il...., d). 
Beweis zu Korollar 1. Sei M die Linearform aus Korollar 1. Da M nicht 
ausgeartet ist, mull nach Lemma 4.2 und der Detinition f(n, K, M) eine 
rationale Zahl <d mit einem Nenner < n - 1 sein. Es folgt f(rz, K, M) < 
d - l/(n - 1) und somit nach Satz 2 der erste Teil von Korollar 1. 
Unter der zusatzlichen Voraussetzung “m teilt d fur m = l,..., II” konnen 
wir eine bessere Ungleichung herleiten. Sei M’ die Einschrankung von M auf 
einen Unterraum der Dimension m. 2 < m Q n. Dann ist mp ‘&(m, K, M’) 
eine rational Zahl < d/m mit einem Nenner < m - 1. Da d/m eine ganze 
rational Zahl ist, folgt 
m - ‘f,(m, K, M’) < d - 1 
m m- 1’ 
also 
.f(n,K,M)W-$ 
Hieraus erhalten wir den zweiten Teil von Korollar 1. 
5. OBERE SCHRANKEN FiiRf (n.K,M) 
Sei M eine Linearform wie in Satz 2; K* eine normale Hiille von K. Sind 
die primitiven Losungen x E k[t]” von 
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beschrankt, so such die primitiven Losungen von 
mit y* = yd*/d, wobei d* der Grad von K* tiber k(t) ist, und umgekehrt. 
Wir konnen also ohne Einschrankung der Allgemeinheit zu einer normalen 
Hulle von K iibergehen, bzw. K als normal voraussetzen. 
Sei dann G die Galoisgruppe von K iiber k(t). Sei A eine Menge von zu M 
konjugierten Formen, d.h. A besteht aus gewissen $M mit 4 E G (hierbei ist 
(wf)(~) = me)) f” ur x E k(t)“). Die Menge dieser 4 bezeichnen wir wieder 
mit A. 1st umgekehrt A eine Teimenge von G, so erhalten wir eine Menge von 
zu M konjugierten Formen, d.h. die Menge aller @4 mit 4 EA. Den Rang 
einer Menge A s G bestimmen wir als den Rang der dazugehorigen Menge 
von Linearformen. 
Unser Ziel wird es sein, eine moglichst gute obere Schranke fur die 
maximale Ordnung i, einer Teilmenge von G mit dem Rang r, 1 < r < n - 1, 
zu finden. Es folgt dann 
f,,(n,K,M)<n. max ‘I. 
~=I.....+I r 
Wenden wir diesen Prozess such auf die Einschrankungen von M an, so 
erhalten wir schlieljlich eine obere Schranke fur f(n, K, M). Fur die Beweise 
zu Korollar 2 und 3 wird diese Abschatzung geniigen; beim Beweis zu 
Korollar 4 miisen wir jedoch in einigen Fallen die genaue Definition von 
fo(n, K, M) beriicksichtigen. 
Sei A eine Teilmenge von G. Jede Menge #A, 0 E G, nennen wir eine zu A 
konjugierte Menge. Jede zu A konjugierte Menge hat die gleiche Kardinalitat 
und den gleichen Rang wie A. Die Menge aller 4 E G mit #A = A bezeichnen 
wir mit G(A). G(A) ist eine Untergruppe von G. A ist die disjunkte 
Vereinigung von Rechtsklassen G(A)@, 4 E A, von G(A). Zwei zu A 
konjugierte Mengen #,A, QzA sind genau dann identisch, wenn $i, & in der 
selben Linksklasse von G(A) liegen. Es gibt also genau ind G(A) (= Index 
von G(A) in G) verschiedene zu A konjugierte Mengen. 
Die zu A konjugierten Mengen bilden genau dann eine disjunkte Zerlegung 
von G, wenn A aus genau einer Rechtsklasse von G(A) besteht. Dann gilt 
1 A 1 = d/ind G(A), wobein IA I die Anzahl der Elemente von A bezeichnet. 
Fur 4 E G sei h = h(4) die Anzahl der zu A konjugierten Mengen, die 4 
enthalten. h ist unabhlngig von 4, und es gilt 
h. d= IAl. ind G(A), (5.1) 
denn dies ist jedesmal die Anzahl der Elemente, die in der Gesamtheit aller 
h41/18/3 10 
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zu A konjugierten Mengen enthalten sind, jedes gemal seiner Vielfachheit 
gezahlt. 
Unter einer maximalen Menge vom Rang r verstehen wir eine Menge A 
vom Rang r mit i, Elementen. Dann hat jede Menge mit mindestens i, + 1 
Elementen einen Rang > r. Der Durchschnitt zweier verschiedener, 
maximaler Mengen vom Rang r ist eine Menge vom Rang hochstens r - 1. 
Zu der Linearform M gehort ein eindeutig bestimmter Unterkorper K(M) 
von K. Sind p, ,..., ,u,, die Koeffizienten von M, so ist K(M) der von 
/h/P, 9**.3 pn/p, iiber k(t) erzeugte Korper. Den Grad von K(M) ilber k(t) 
bezeichnen stets mit K. Sei G, die Menge aller 4 E G, so dalj @‘t4, M linear 
abhangig sind. G, ist die Fixgruppe zu K(M). G, enthalt d/~ Elemente. Die 
maximalen Teilmengen von G vom Rang 1 sind gerade die Linksklassen zu 
G,. Es gilt insbesondere i, = d/K. Jede maximale Teilmenge von G ist 
vollstandig aus Linksklassen zu G, aufgebaut. 
Sei A eine maximale Teilmenge vom Rang r, so dalj die zu A konjugierten 
Mengen eine disjunkte Zerlegung von G bilden. Sei #A die zu A konjugierte 
Menge mit 1 E #A. Die zu 4A konjugierten Mengen entsprechen den von A. 
Aus den obigen Uberlegungen folgt G, s #A = G($A ). Es gilt G(#A A) = 
#G(A)#p’. Auf Grund der Galoistheorie existiert ein Unterkdrper von K(M) 
vom Grad ind G(#A) = ind G(A). Insbesondere gilt dann i, = d/l, wobei I der 
Grad eines Unterkorpers von K(M) ist. 
Beweis zu Korollar 2. Auf Grund der Voraussetzungen in Korollar 2 
und der Bemerkung zu Beginn dieses Abschnitts (Ersetzung von K durch 
K*) ist folgendes zu zeigen: 
Sei k(t)@, ,..., pu,) (n - I)-fach transitiv, M wie in Korollar 2, so sind die 
primitiven Losungen x E k[t]” von 
beschrankt. 
Da je zwei zu M konjugierte Linearformen linear unabhangig sind, gilt 
zunachst K(M) = k(t)+, ,..., p,,). Durchlluft also q4 ein Reprasentantensystem 
der Linksklassen von G,, so durchlauft @4 alle verschiedenen Konjugierten 
von M. Sei A eine maximale Menge vom Rang r < n - 1. Da je n 
verschiedene, zu M konjugierte Linearformen linear unabhangig sind, ist A 
die Vereinigung von genau r Linksrestklassen zu G, ; d.f. i, = r . ] G, 1 und 
Im Fall n = 2 sind wir nach Satz 2 bereits fertig. Sei fortan n > 3 und M’ die 
Einschrankung von M auf einen Unterraum von k(t)” mit der Dimension m, 
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2 < m < n. Weiter sei G(, die Fixgruppe zu K(M’), d.h. die Menge aller 
4 E G, so darj #4’, M’ linear abhangig sind. Dann gilt G, c GA. Auf Grund 
der speziellen Voraussetzungen konnen wir sogar die Gleichheit G, = GA 
beweisen: Wir nehmen an, es ware G, # Gk. Wegen m > 2 gilt GA # G; G/, 
ware also eine echte Zwischengruppe von G, und G. Es gibt dann von G, 
verschiedene Linksklassen #G,,, #‘GO, so dal3 #GO in G& liegt aber #‘GO nicht. 
Sei nun ty E G ein Element, welches G, in G, und #GO in #‘GO iiberfiihrt. 
Wegen der n - 1 (> 2) fachen Transitivitlt gibt es so ein ty. Dann gilt 
~EG,IG; und #‘G,,=yl$G,cyG~=G~. Letzteres ist ein Widerspruch 
zur Wahl von #‘GO. 
Es gibt m zu M’ konjugierte Linearformen, die linear unabhangig sind. 
Auf Grund der n - 1 (> m)-fachen Transitivitat sind dann je m verschiedene, 
zu M’ konjugierte Formen linear unabhangig. Wie im ersten Teil des 
Beweises (nun mit M’, m anstelle von M, n) gilt deshalb 
Wir erhalten f(n, K, M) < n 1 (d/rc). Hieraus folgt mit Hilfe von Satz 2 das 
Korollar. 
Wir fahren nun mit allgemeinen Betrachtungen fort. Fur eine Teilmenge C 
von G sei I(C) die Anzahl der zu A konjugierten Mengen, die C vollstandig 
enthalten. Es gilt I(C) = I(C’) fur zueinander konjugierte Mengen C, C’. 
LEMMA 5.1. Sei A eine maximale Menge vom Rang r, 2 < r < n - 1, 
und B eine maximale Menge vom Rang u, 2 < u < r. Weder die zu A noch 
die zu B konjugierten Mengen bilden eine disjunkte Zerlegung von G. Im 
Fall u ,< r - 2 existiere keine Untergruppe G’ von G mit G, s G’ s G und 
1Bl<IG’I<IAI. Danngilt 
h - I(B) > 2-(‘-‘) . (h - I). (5.2) 
Lemma 5.1 ist eine Verallgemeinerung von Lemma 2 bei Schmidt 19 1. 
Beweis. Fur u = r gilt I(B) < 1, denn zwei verschiedene zu A konjugierte 
Mengen konnen hochstens eine Menge vom Rang r - 1 gemeinsam enthalten. 
Sei nun u < r. Es geniigt, das Lemma fur eine zu B konjugierte Menge zu 
zeigen. Wir diirfen deshalb annehmen, da13 1 E B gilt. Dann ist G, g B. AUS 
der Voraussetzung des Lemmas folgt die Existenz einer zu B konjugierten 
Menge #B # B mit B n #B # 0. B sei in den I= l(B) Mengen ty,A ,..., y,A 
enthalten. Dann ist #B in den Mengen @y,A,..., q@,A enthalten. Sind zwei 
Mengen tyiA, yityjA gleich, so enthalten sie B U $B. Unter den Mengen 
VIA,..., v,A. &y, A,..., &,A gibt es also mindestens 2i- I(B U #B) 
verschiedene. Sei u E B n #B. Jede der obigen Mengen enthalt u. Somit gilt 
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216@U@i)<h. Der Rang von BU$B ist >u+l. Im Fall u=r-1 
folgt f(B U #B) < 1 und dann 
h-1>2-‘. (h- 1). 
Sei im folgenden u < r - 2. Weiter sei B’ maximal unter den Mengen, die 
B U #B enthalten und dengleichen Rang wie B U #B haben. Da A maximal 
ist, gilt I(B’) = I(B U #B) und dann 21- I(B’) < h. d.h. 
h-I(B)>2-’ e (h-I(B’)). 
Im Fall [B’l > IA 1 ist l(B’) = 0, und das Lemma folgt direkt. Wir konnen 
uns also auf den Fall IBI < IB’I < IAl einschranken. Weiter ist G, CI B g 
B’ s G. Die zu B’ konjugierten Mengen bilden genau dann eine disjunkte 
Zerlegung von G, wenn B’ eine Gruppe ist. Nach den Voraussetzungen des 
Lemmas gibt es aber keine derartige Gruppe. Fur ein geeignetes 4’ E G ist 
daher der Durchschnitt B’ n #‘B’ nicht leer und #‘B’ #B’. Wir verfahren 
nun mit B’ genauso wie vorher mit B. Der Rang der Mengen B, B’.... nimmt 
mit jedem Schritt zu. Nach spatestens r - u Schritten erhalten wir das 
gewiinschte Resultat. 
LEMMA 5.2. Sei A eine maximale Menge vom Rang r und B eine Menge 
vom Rang u, 2 < u < r. Seien h, l(B) wie in Lemma 5.1, g = ind G(A) die 
Anzahl der verschiedenen, zu A konjugierten Mengen. Dann gilt 
PI - . (h - f(B)) < g - 1(B). 
i U-l 
(5.3) 
Beweis. Zu jedem w E B existieren h - I(B) zu A konjugierte Mengen, 
die li/ enthalten aber nicht B. So erhalten wir ein System von lBI . (h - I(B)) 
Mengen. Eine Menge tritt in diesem System hochstens i,_ ,-ma1 auf, denn 
anderenfalls gibt es eine Menge #A, die B nicht enthalt aber mehr als i,- , 
Elemente aus B - ein Widerspruch zur Maximalitlt von #A. Es existieren 
also mindestens 1 B 1 . (h - l(B))/i,- 1 verschiedene, zu A konjugierte Mengen, 
die B nicht enthalten. Dies ist gerade die Aussage des Lemmas. 
Beweis zu Korollar 3. Auf Grund der Bemerkung zu Beginn dieses 
Abschnitts (Ersetzung von K durch K*) ist folgendes zu zeigen: 
Sei M wie in Korollar 3, K(M) = k(t)(l,p,,...,pu,), rz > 3. Dann sind die 
primitiven Losungen x E kl t ] ’ von 
beschrankt fur jedes y mit 
y<d. 1 -max 
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-&)f”-3)/Z/-l/O-2) 
1) 
3 
wobei I das Minimum der Grade aller Unterkijrper # k(t) von K(M) ist. 
Sei L # k(t) ein Unterkorper von K(M) mit Grad 1 iiber k(t). Wir wlhlen s 
maximal mit i, < d/l. Fur r < s folgt 
n 
( 
d nd 
-.i,<max n--,--. 
r K 21 1 
Sei r > s und A eine maximale Menge vom Rang r. B eine maximale Menge 
vom Rang u, s < u < r. Die Voraussetzungen von Lemma 5.1 und 5.2 sind 
erfiillt. Es folgt 
h-I(B)>2p”-“‘.(h- 1) 
i 
s>- i . (h - W) U-l 
und nach (5.1) 
h.d=g.i,. 
Hieraus erhalten wir 
h’d>i; 5. 2-(‘-“’ . (h - 1). 
i 
Wir multiplizieren diese Ungleichungen fur u = s t I,..., r miteinander und 
benutzen h/(h - 1) < 2: 
j:-‘+’ < 2 
((T--S)‘ll-~+ l))i2 . j J. d’-‘. 
Fur s = 1 setzen wir i, = d/u, fur s > 2 i, < d/l und erhalten 
n n - . j ,  ( -, 2(“-?)I2 .K -I/(n-l) .d (s- 1) 
r n-l 
li, < 
r 
n” 1 . 2(“-3)/2 . /-1/V-2) . d 
(s > 2). 
Insgesamt gilt somit 
fo(n, K, M) < n If 1 . max(2’“-2’/2 . K-“(“-I’, 2’“-3’/2 . [-“(nm 2)) . ,j. 
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‘sei M’ die Einschrankung von M auf einen Unterraum vom Rang m, 
2 < m < n. Sei K' der Grad von K(M’) iiber k(t). Es ist K’ > 1. Im Fall m = 2 
folgt 
Im Fall m > 3 erhalten wir analog zu obigen Uberlegungen 
fo(m, K, M’) < 2. max(2’m-2”2 . K /I/II?-I) 2ol-3)/2 . pIl(m--2)), d , 
wobei I’ das Minimum der Grade aller Unterkdrper #k(t) von K(M’) ist. 
Wegen I’ > I folgt schliel3lich 
f (n. K M) 
Das Korollar folgt nun aus Satz 2. 
Beweis zu Korollar 4. Die Nichtausgeartetheit von M bleibt beim 
Ubergang von K zu K* (s. Beginn dieses Abschnitts) erhalten und iibertragt 
sich auf jede Einschrankung von M auf einen Unterraum. Die Linearformen 
M’, die in den im Supremum von f(n, K, M) ZusammengefaBen Gr613en 
fo(m, K, 121’) auftreten, sind also alle nicht ausgeartet. Es geniigt somit, obere 
Schranken fiir die GroBen &(n, K, M). n = 2, 3,4. zu finden. Wir erhalten 
eine Abschatzung von fo(n, K, M) i.a. durch Abschatzung von i,. Es konnen 
jedoch Ftille eintreten, in denen n . (iv/r) = d gilt-die Abschltzung 
fo(n, K, M) < ?z . max iJr ist dann nicht brauchbar. In diesen Fallen gehen 
wir nlher auf die speziellen, in der Definition von fo(n, K, M) auftretenden 
Mengen ein und benutzen die Nichtausgeartetheit von M; Lemma 4.2 ergibt 
bereits die bessere Ungleichung fo(n, K, M) < d. 
Wir erhalten den Exponenten aus Korollar 4 mit Hilfe von Satz 2, falls 
fo(n, K, M) < (n(n - 2)/(n - 1)2) . d fur n = 2, 3,4 gilt. In den Fallen 
II = 3,4 geniigt es. hierzu die Ungleichungen 
i < r(n-2) 
?-’ (tz- 1)2 .d 
fur r = l,..., n - 2 (5.4) 
herzuleiten, denn die Ungleichung im Fall r = n - 1 ergibt sich dann mittels 
der folgenden Betrachtung: Wir nehmen an. es ware A eine maximale Menge 
vom Rang n ~ 1 und i,- I > ((n - 2)/(n - 1)) . d; g, h wie bisher. Aus (5.1) 
folat dann 
h> (?I--2)g+ 1 -,h 
/ fz - 1 -. 0’ 
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Wegen n > 3 gilt h 2 2 und nach Lemma 5.2 
i 
lL=L. (h- I)< g- 1, 
inp2 
also 
also 
i (a - 2Y . d n-2> (n- 1)2 * 
dies ist nach (5.4) mit r = n - 2 nicht moglich. 
Nach diesen Bemerkungen schltzen wir fO(tz, K, M) fur n = 2, 3,4 nach 
oben ab. Zunachst folgt unmittelbar aus der Definition f,,(2, K, M) < 2i, = 
2d/ti, also f,(2, K. M) < 2/3d fur K > 3. Im Fall K = 2 mu0 K(M) !I- 
irreduzibel sein, denn M ist nicht ausgeartet. Dann sind die zu P,-gehorigen 
Betrage der zu M konjugierten Linearformen alle von der GrGBenordnung 
Ix/, (7= 0, l...., s), und somit erhielten wir in (1.7) sogar den Exponenten 
d-c. 
Um f,(3, K Ml < (3/4)d zu zeigen, genugt es nach (5.4), die Ungleichung 
i, = d/K < d/4 herzuleiten. Fur K > 4 ist dies sicher erfiillt. Der Fall K = 3 
Ia& sich wie eben der Fall K = 2 behandeln. 
Sei nun n = 4. Fur K = 4 gehen wir wie oben fur n = 2. K = 2 vor. Sei also 
K > 5. Dann gilt i, = d/K < (2/9)d. Wir unterscheiden nun die Fllle i, < d/2 
und i, = d/2. Sei zuerst i, < d/2. Wir miissen nach (5.4) noch i, < (4/9)d 
zeigen. Fur K = 5.6, 7 folgt dies aus iz = l(d/K) mit A E N. Hierbei geniigt 
fur K = 5 die Ungleichung iz < d/2; wir sind also in jedem Fall fertig, falls 
K < 5 gilt. Sei nun K > 8 und A eine maximale Menge vom Rang 2. Bilden 
die zu A konjugierten Mengen keine disjunkte Zerlegung von G, so erhalten 
wir aus Lemma 5.2 (mit B = A) und (5.1) wegen h > 2 die Ungleichung iz < 
(-$-t\/2K$$).i,. Fur K > 8 folgt hieraus iz < (4/9)d. Bilden die zu A 
konjugierten Mengen eine disjunkte Zerlegung von G, so folgt i;! = d/l mit 
13 3 (wegen iz < d/2), also wieder iz < 4/9d. Wir betrachten nun den Fall 
iz = d/2. Sei wieder A eine maximale Menge vom Rang 2. Nach Lemma 4.1 
ist A Vereinigung von Mengen aus (4.1); es ist sogar A mit einer der Mengen 
aus (4.1) identisch, denn es gibt wegen i, < d/n keine Menge S mit weniger 
Elementen als A und q(S) = n/d. Es gibt genau eine zu A konjugierte Menge 
B; und somit sind die Mengen A, B genau die aus (4.1). Sei nun C eine 
Menge vom Rang 2, die vollstlndig aus den Mengen Tj, (fur ein 7) 
aufgebaut ist. Wie im Beweis zu Lemma 4.2 sehen wir, dal3 C mit jeder der 
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Mengen A, B einen nichtleeren Durchschnitt hat. Aufierdem erhalten wir den 
Rang von C als Summe der Rtinge von A n C und B f? C. Es folgt somit 
ICI < 2i, < 4/9d. Sei D eine Menge vom Rang 3, die fiir ein T vollsttindig aus 
Mengen Ti, aufgebaut ist. Analog wie fiir C folgt / Di < iz + i, = 
(l/2 + l/rc)d < (6/9)d fiir IC > 6. Wir erhalten also stets f,(4, K, M) < 
@VW. 
Hiermit ist Korollar 4 vollstlndig bewiesen. 
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